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1 Wiederholung aus der Funktionalanalysis

Definition 1.1. 𝒜 heißt Algebra, wenn:

• 𝒜 ≠ {0},
• 𝒜 ist ein C-Vektorraum, und

• · : 𝒜 ×𝒜 → 𝒜 eine assoziative, bilineare Abbildung ist.

Beispiel 1.2. Beispiele von Algebren:

• ℓ∞(𝜇,C)

Definition 1.3. Falls eine Algebra 𝒜 eine Norm trägt, welche ∥𝑎 · 𝑏∥ ≤ ∥𝑎∥∥𝑏∥ erfüllt,
so sprechen wir von einer normierten Algebra.

Ist eine normierte Algebra vollständig als Banachraum, so sprechen wir von einer
Banachalgebra.

Beispiel 1.4. Sei 𝑋 ein Banachraum und bezeichne 𝐿𝑏(𝑋) die Menge aller beschränk-
ten linearen Abbildungen, dann ist dies eine Banachalgebra (mit der Operatornorm).

Definition 1.5. Sei 𝒜 eine Algebra, und ∗ : 𝒜 → 𝒜 involutorisch, konjugiert linear
mit (𝑎 · 𝑏)∗ = 𝑏∗ · 𝑎∗, dann heißt 𝒜 auch ∗-Algebra.

Beispiel 1.6. Der Raum der komplexen Polynome C[𝑧] mit der Konjugation als
∗-Operation ist eine ∗-Algebra.
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Definition 1.7. Falls 𝒜 normierte Algebra und eine ∗-Algebra ist und ∗ isometrisch
ist, dann heißt 𝒜 normierte ∗-Algebra oder auch Banach-∗-Algebra.

Definition 1.8. Eine 𝐶∗-Algebra ist eine 𝐵∗-Algebra mit ∥𝑎∗𝑎∥ = ∥𝑎∥2.

Lemma 1.9. Sei 𝒜 eine Banachalgebra, ∗ : 𝒜 → 𝒜 konjugiert linear und involutorisch
und für alle 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 gelte (𝑎 · 𝑏)∗ = 𝑏∗ · 𝑎∗. Falls für alle 𝑎 ∈ 𝒜 gilt ∥𝑎∥2 ≤ ∥𝑎𝑎∗∥, dann ist
𝒜 sogar eine 𝐶∗-Algebra.

Beweis. Sei 𝑎 ≠ 0 beliebig, dann gilt

∥𝑎∥2 ≤ ∥𝑎𝑎∗∥ ≤ ∥𝑎∥∥𝑎∗∥.

Insbesondere folgt
∥𝑎∥ ≤ ∥𝑎∗∥

für alle 𝑎 ∈ 𝒜. Aus Symmetriegründen folgt sogar Gleichheit. Weiters folgt

∥𝑎∥2 ≤ ∥𝑎𝑎∗∥ ≤ ∥𝑎∥∥𝑎∗∥ = ∥𝑎∥2.

□

Bemerkung 1.10. Eigenschaft von normierten Algebren: Die Multiplikation ist als
Abbildung von 𝒜 ×𝒜 → 𝒜 stetig, wobei entsprechend die Produkttopologie ver-
wendet wird.

Definition 1.11. Sei 𝒜 eine Algebra.

• 𝑒 ∈ 𝒜 heißt Einselement1, falls 𝑎 · 𝑒 = 𝑎 = 𝑒 · 𝑎.
• Hat eine Algebra ein Einselement, so definieren wir

Inv(𝒜) B {𝑎 ∈ 𝒜 | ∃𝑏 ∈ 𝒜 : 𝑎 · 𝑏 = 𝑒 = 𝑏 · 𝑎}.

• Hat eine Algebra ein Einselement und ist 𝑎 ∈ 𝒜, so heißt

𝜌𝒜(𝑎) B {𝜆 ∈ C | (𝑎 − 𝜆𝑒) ∈ Inv(𝒜)}

die Resolvente von 𝑎. Entsprechend definieren wir durch 𝜎𝒜(𝑎) B C \ 𝜌𝒜(𝑎) das
Spektrum von 𝑎.

• Hat eine Algebra ein Einselement und ist 𝑎 ∈ 𝒜, so heißt 𝑟𝒜(𝑎) B sup𝜆∈𝜎(𝑎) |𝜆|
der Spektralradius von 𝑎. Ist das Spektrum leer, so setzen wir das Supremum nach
Konvention gleich 0.

Beispiel 1.12. Für einen Hilbertraum𝐻 betrachte𝒜 = 𝐿𝑏(𝐻). Das Adjungieren eines
Operators ist unsere ∗-Operation. Dann ist 𝒜 sogar eine 𝐶∗-Algebra.

Sei 𝑃 ∈ 𝐿𝑏(𝐻) eine nicht-triviale orthogonale Projektion. Dann ist 𝜎(𝑃) = {0, 1},
da 𝑃2 − 𝑃 = 0, womit nach dem Spektralabbildungssatz 𝜎(𝑃2 − 𝑃) = {0} folgt, und
damit die Behauptung.

1Wie man in der Algebra oft zeigt bedingt die Existenz von Einselement bereits die Eindeutigkeit.
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Beispiel 1.13. Ist 𝑎 ∈ Inv(𝒜), so gilt

𝜎(𝑎−1) = {1/𝑧 | 𝑧 ∈ 𝜎(𝑎)}.

Definition 1.14. Sei 𝒜 eine normierte Algebra und 𝑒 ∈ 𝒜 ein Einselement. 𝑒 heißt
normiert wenn ∥𝑒∥ = 1, in dem Fall nennen wir 𝑒 auch Eins und reden von einer
Algebra mit Eins.

Bemerkung 1.15. In jedem Fall gilt für Einselemente stets 1 ≤ ∥𝑒∥.

Beispiel 1.16. Einselemente müssen nicht Norm 1 haben (man skaliere die Norm
einfach mit Faktor ≠ 1).

Bemerkung 1.17. Eigenschaften von Banachalgebren mit Eins:

• Inv(𝒜) ist eine offene Teilmenge von 𝒜.

• Für 𝑎 ∈ 𝒜 ist 𝜌(𝑎) als Teilmenge von C offen.

• Für 𝑎 ∈ 𝒜 ist 𝜎(𝑎) ⊆ C abgeschlossen. Weiters gilt sogar stets 𝜎(𝑎) ⊆ 𝐾C
∥𝑎∥(0),

womit das Spektrum stets kompakt ist. Weiters ist das Spektrum stets nichtleer.

• Es gilt
𝑟(𝑎) = lim

𝑛→∞
(∥𝑎𝑛∥)1/𝑛 = inf

𝑛∈N
(∥𝑎𝑛∥)1/𝑛 .

• Ist 𝒜 sogar eine 𝐶∗-Algebra mit Eins, 𝑥 ∈ 𝒜 und gilt 𝑥𝑥∗ = 𝑥∗𝑥, dann gilt sogar
𝑟(𝑥) = ∥𝑥∥.

Beispiel 1.18. Betrachte 𝐿𝑏(C2), wobei C2 als Hilbertraum aufzufassen ist.

𝐽 B

(
0 0
1 0

)
=⇒ 𝜎(𝐽) = {0} =⇒ 𝑟(𝐽) = 0 ≠ 1 = ∥𝐽∥.

Bemerkung 1.19.

1. Seien 𝒜,ℬ Algebren mit Einselement und 𝜑 : 𝒜 → ℬ ein Homomorphismus
mit 𝜑(𝑒𝒜) = 𝑒ℬ . Dann folgt 𝜑(Inv(𝒜)) ⊆ Inv(ℬ). Für 𝑎 ∈ 𝒜 folgt 𝜌𝒜(𝑎) ⊆
𝜌ℬ(𝜑(𝑎)), sowie 𝜎𝒜(𝑎) ⊇ 𝜎ℬ(𝜑(𝑎)).

2. Sei 𝒜 Algebra mit Einselement, ℬ eine Algebra und 𝜑 : 𝒜 → ℬ ein surjektiver
Homomorphismus. Dann hat auch ℬ ein Einselement.

3. Seien𝒜,ℬ 𝐶∗-Algebren mit Einselement und𝜑 : 𝒜 → ℬ ein ∗-Homomorphismus
mit 𝜑(𝑒𝒜) = 𝑒ℬ . Dann behaupten wir ∥𝜑∥ = 1. Für 𝑎 ∈ 𝒜 gilt

∥𝜑(𝑎)∥2 = ∥𝜑(𝑎∗)𝜑(𝑎)∥ = 𝑟(𝜑(𝑎∗𝑎)) = sup
𝜆∈𝜎(𝜑(𝑎∗𝑎))

|𝜆| ≤ sup
𝜆∈𝜎(𝑎∗𝑎)

|𝜆| = 𝑟(𝑎∗𝑎) = ∥𝑎∥2.

4. Sei 𝒜 eine Algebra mit Einselement 𝑒. Sei ℬ ⊆ 𝒜 eine Unteralgebra mit 𝑒 ∈ ℬ.
Dann folgt Inv(ℬ) ⊆ Inv(𝒜) ∩ ℬ und 𝜌ℬ(𝑏) ⊆ 𝜌𝒜(𝑏) für alle 𝑏 ∈ ℬ.
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5. Sei 𝒜 eine Algebra mit Eins 𝑒. Sei ℬ ⊆ 𝒜 eine Unteralgebra mit 𝑒 ∈ ℬ.
Zunächst ist Inv(ℬ) offen als Teilmenge von Inv(𝒜) ∩ ℬ, nach Definition der
Spurtopologie. Sei nun 𝑏 ∈ clInv(𝒜)∩ℬ(Inv(ℬ)) = cl𝒜(Inv(ℬ)) ∩ Inv(𝒜) ∩ ℬ.
Dann existiert 𝑏−1 ∈ 𝒜. Gleichzeitig gilt 𝑏 = lim𝑛→∞ 𝑏𝑛 , wobei 𝑏𝑛 ∈ Inv(ℬ) ⊆
Inv(𝒜), womit sogar 𝑏−1

𝑛 ∈ ℬ ⊆ 𝒜. Da ℬ abgeschlossen ist folgt sogar 𝑏−1 ∈ ℬ,
und damit sogar 𝑏 ∈ Inv(ℬ). Also ist Inv(ℬ) abgeschloffen als Teilmenge von
Inv(𝒜) ∩ ℬ.
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