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1 Zahlentheoretische Funktionen

Definition 1.1. Eine zahlentheoretische Funktion ist eine Abbildung a : N — C. Einer
solchen Funktion ordnet man die (formale) Dirichletsche Reihe zu:

[ee]

A(s) = Z ar(:sl , seC.

n=1

Beispiel 1.2. Beispiele fiir zahlentheoretische Funktionen sind:

dn) =#k:k|n}
pn)=#1<a<n|gglla,n)=1}

1, n=1,
p(n) =4 (=1)", n=p1-p2---pr, wobeip; verschiende Primzahlen,
0, sonst.

= k >
A(n) ::{logp, n=p-,pePk>1,
0, sonst.

Definition 1.3. Fiir zahlentheoretische Funktionen 4, b definieren eine Summe

c(n) =(@+b)(n):=an)+bn) < C(s)=A(s)+B(s)
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und die Dirichlet-Faltung:

c(n) = (axb)n) = > a@b(n/d) = ) a(d)b(d)

dln didr=n

o Cly= Y Rt WD) oald) s b)) ).

nS
n=1 di>1 dy>1

Beispiel 1.4. Die Dirchlet-Faltung besitzt ein neutrales Element:

1 n=1 I
I(n):{ " Z (n):l, axI=I*a=a

0 sonst, ns
n=1

Lemma 1.5. Sei a eine zahlentheoretische Funktion. Dann besitzt a ein (beziiglich +) inverses
Element a=! genau dann wenn a(1) # 0.

Beweis.
=" (ax a‘l)(l) =a(1)-a'(1)=1=1(1) = a(1) #0
= (1) = s, aT ) = s Sacn a()a7 (d),n > 1

Bemerkung 1.6. Besitzt a ein Inverses, so gilt fiir die Dirichletsche Reihe:

i a~l(n) 1

o~ A(s)

Definition 1.7. Sei a eine zahlentheoretische Funktion a mit a # 0.

* g heif3t multiplikativ, falls a # 0 und aus ggT(m, n) = 1 folgt a(mn) = a(m)a(n).
* g heif3t vollstindig multiplikativ, falls a # 0 und stets a(mn) = a(m)a(n).

Bemerkung 1.8.

* Klarerweise folgt aus vollstindig multiplikativ auch multiplikativ.

e Ist a multiplikativ so ist a(1) = 1, wegen a(1) = a(1)a(1) und a(n)a(1) = a(n).
e Ist a multiplikativ, so legt a(p*), p € P, k > 1 die Funktion bereits fest.

* Ist a vollstandig multiplikativ, so legt a(p), p € P die Funktion bereits fest.

Beispiel 1.9. Die Funktion J(n) = 1 ist vollstaindig multiplikativ und die entspre-
chende Dirichletsche Reihe ist die Riemannsche Zeta-Funktion:
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Beispiel 1.10. Die Mobius-Funktion

1, n=1,
p(n) =4 (=1)", n=py1-p2---pr, wobeip; verschiende Primzahlen,
0, sonst.

ist multiplikativ und es gilt (u = J)(1) = 1. Ist n = plf] “-plf’ mit verschiedenen
Primzahlen p;, so folgt

(ux])(n) = Z u(d) = p()+u(pr) + ...+ ulpy) + p(prp2) + ... + plpr...pr) = (1-1)" =0,
dln

demnach ist p = ]! und damit

iu(n): 1
n=1 n C(S)

Beispiel 1.11. Fiir die Von Mangoldtsche-Funktion gilt (A +])(1) = 1.Istn = pfl e pf’
mit verschiedenen Primzahlen p;, so folgt

(A*])(n) = ZA(d) = kilogp1 + kalogps + ...k, logp, = logn,
dln

demnach ist A = log™". Wegen (17°)’ = —n~° log 1 erhalten wir weiters

(o] [o¢]

Z oen —C'(s) und damit Z Am) _ _T(s)

n=1 n=1 n ) C(S) .

Beispiel 1.12. Fiir die Eulersche Phi-Funktion gilt

(p+])(n) = > o) =n.

dn

Demnach erhalten wir

S o () _ Us-1)
Z el C(s—=1) und Z TG
n=1 n=1
Satz 1.13. Sei a multiplikativ, dann ist
0 2
Z a(;:) - 1_[ (1 + a(;:) + a(ZS) + )
n=1 n p€eP P P
Ist a vollstindig multiplikativ, dann ist
= a(n) _ 1
Z ns B l_[ 1= a(p)”
n=1 pepP Ps

Lemma 1.14. Sind a, b zahlentheoretische Funktionen und sind a + b und a multiplikativ,
so ist auch b multiplikativ.
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Beweis. Angenommen dem wiére nicht so, so gdbe es m, n mitmn > 1, ggT(m,n) =1
und b(mn) # b(m)b(n). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei mn kleinstmog-
lich mit dieser Eigenschaft. Da 77~ < mn, gilt

(a +b)(mn) = Z a(d)b(mn/d) = Z a(d)b(mn /d) + b(mn) =

d|mn d|lmn
d>1
= Z a(dy)a(d2)b(m/d1)b(n/dz) + b(mn) =
dq|m,da|n
didr>1

=(ax*b)(m)-(a*b)(n)—b(m)b(n)+b(mn).
Da a * b multiplikativ ist folgt b(mn) = b(m)b(n), im Widerspruch. O
Satz 1.15. Sind a, b multiplikativ, dann sind a = b und a=" ebenfalls multiplikativ.

Beweis. Seien m, n beliebig mit ggT(m, n) = 1. Gilt d | mn, so schreiben wir d = dqd,
mit dy | m und d, | n. Dann gilt ggT(dy, dp) = 1 und ggT(m/dq,n/d>) = 1 und damit

(axb)mn) = > a(@b(mn/d) = > > ald)a(d)b(m/d)b(m/dz) =

dlmn di|m da|n

= > aldb(m[di) D" a(d2)b(n/dy) = (a+b)m) - (a»b)(n)

di|m da|n

Nun sind 2 und a * a~! multiplikativ, womit nach obigem Lemma folgt, dass a~*

multiplikativ ist. O

Bemerkung 1.16. Sind a,b vollstindig multiplikativ, so miissen a * b und a~! im
Allgemeinen nicht vollstindig multiplikativ sein.

Jedoch gilt in diesem Fall a~!(n) = a(n)u(n), da

(axap)(n) = ) ada(n/d)p(n/d) = a(n) Y un/d) =

dln dln

{a(1)=1, n=1,

0, sonst.

Bemerkung 1.17. Wir wollen u » | = I zeigen. Zunéchst sind p und | multiplikativ,
womit auch p » ] multiplikativ ist — wir miissen die Gleichheit also nur auf Primzahl-
potenzen tiberpriifen.

Istn =pk,p eP,k>1,so0ist

(xD)(p*) = D ud) - 1= p() + p(p) =1-1=0=I(p),
d|p*

was zu zeigen war.
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Bemerkung 1.18. Istn = p*,p € P,k > 1, so ist

e(p") =pF - = (p - P = pFA - 1/p).

Aus dem und der Multiplikativitit folgt damit (fiir n = pi{ teon pf "):

pmy=n] | (1 ) %) =py =1 p T pr = D).
pln

Weiters kann man zeigen

o' m=]]a-p.

pln

Beispiel 1.19. Wir betrachten
Q(x) :==#{1 < n < x| n quadratfrei} = Z |p(n)].
n<x

Wir behaupten
um)] = > ().

d2|n
Dazu sehen wir zunéchst ein, dass beide Seiten multiplikativ sind. Bei der linken
Seite ist es klar — bei der rechten Seite zeigt eine analoge Rechnung zu 1.15 die
Multiplikativitat.

Schreibe nun n = pk,p eP,k>1,s0ist
T
o p()+up) =0, k>1,

womit die Behauptung folgt. Damit erhalten wir

Q) =) Yud= > ud= > wd- > 1= > y(d)-{%J:

n<X d2|n m,d d<|Vx) m<lx/d2)  d<|Vx)
md?<x
1
=x ) p(d)= +O(X).
d<|vx]
Weiters gilt

Z@_L_i
az 2w

sowie die Abschdtzung

d o0
Z%z)s %s%+/ tlzdt:%+i.
d>[Vx) i vE X

Damit erhalten wir

Qlx) = x (% + O(% + %)) +O0(Vx) = x% +0(1 +Vx).
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2 Komplexe Analysis

Im Folgenden sei stets G C C ein Gebiet (offen und einfach zusammenhéngend).

Definition 2.1. Eine Funktion f : G — C heift analytisch, wenn es fiir alle zgp € G
eine Potenzreihenentwicklung von f um zo mit positivem Konvergenzradius gibt.

Eine Funktion f : G — C heifdt komplex differenzierbar wenn fiir alle zo € G der

o fE) = fE)

zZ—2Z0 zZ—2

Grenzwert
f'(z0)

existiert.
Bemerkung 2.2. Ist f analytisch, so ist f (stetig) komplex differenzierbar.

Definition 2.3. Sei f : G — Cund y : [0,1] — G eine differenzierbare Kurve, dann
ist das komplexe Wegintegral von f iiber y definiert als

1
/ f(z)dz = / FO®)y (@) dt.
14 0

Bemerkung 2.4. Schreiben wir z = u + iv und

f(z) = filu,0) +ifo(u,v),
so konnen wir den Grenzwert in der obigen Definition berechnen als

fu,vo) +if(u,v0) = fi(uo, vo) —ifouo,v0) _dfi  .df2

f'(z0) = uh_f)ll}ﬂ 0= =5 + 17,
F/(20) = lim f(uo,0) +if(uo, v) - fi(uo,v0) — ifa(uo,v0) _ 1 (% N z%)
V0 u—ug i\odv dv
_dfr Ifi
"0 o

Wir erhalten also

Oh b g 0k

o o0 MY o v’

die Cauchy-Riemannschen—Differentialgleichungen. Weiters konnen wir schreiben

(z)dz= [(A+ifo)du+idv)= [ (fidu— fodo)+i [ (fadu+ fido),
/yfzz‘/yflzfguzv/yflufzvz/yfzuflv

wobei mit dem Satz von Green die Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals folgt.

Bemerkung 2.5. Wir konnen wegen der Wegunabhingigkeit eine Stammfunktion

definieren:

F(z) = / £©)de,

es giltalso F'(z) = f(z).
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Satz 2.6. Sei f : G — C. Dann sind dquivalent:
1. f ist analytisch.
2. f ist stetig komplex differenzierbar.

3. f(z0) = L / @ dz, wobei y ein Weg in G mit Windungszahl 1 um z ist.
271 y 2~ 20

Satz 2.7. Seien f, : G — C analytisch und gelte f, — f gleichmifig auf allen Kompakta

K c G. Dann ist auch f analytisch.

Bemerkung 2.8. Wir wollen zeigen das fiir Rs > 1

C(s) — i % — ie—slogn
n=1 n=1

analytisch sind. Sei also K € {z € C: Rz > 1} kompakt, so ist gp := min RK > 1.

Weiters gilt fiir s € K

|e—slogn| < e—Uologn _ 1
noo

damit die gleichmafige Konvergenz auf K und damit nach dem vorigen Satz das zu

7

Zeigende.

Beispiel 2.9. Betrachte die Funktion f(z) = 1/z,z # 0. f ist in genau einem Punkt
nicht analytisch — die Funktion zf(z) jedoch tiberall. Das motiviert die folgende
Definition:

Definition 2.10. z ist eine Polstelle einer analytischen Funktion f : G \ {zo} — C,
wenn es ein k > 1 gibt, sodass f(z)(z — zg)* analytisch auf G ist. Das minimale x mit
dieser Eigenschaft heifst Ordnung der Polstelle.

Bemerkung 2.11. Schreiben wir in der obigen Situation
3(z) = f(2)z = 20)" = > bz = 20)",
n=0
so gilt
fz) =) balz = 20)" ™.
n=0

Letztere Reihe wird auch Laurentreihe genannt, die Terme mit negativen Exponenten
bilden ihren Hauptteil, und der Koeffizient von 1/z wird Residuum von f in zg genannt
und wird mit Res(f, zg) bezeichnet.

Insbesondere gilt fiir eine geschlossene Kurve y mit Windungszahl 1 um zo:

1 / -1 _
o [ F@dz =Y bus [ (e 20 dz = b = Resi(, 20
271 y nzzo 271 y

Dieses Resultat wird auch Residuensatz genannt.
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Satz 2.12 (Partielle Summation). Es gilt:

z

-1

N N n
Z anbn = Z anbN - (bn+1 - bn) Z .
k=1

n=1 n=1

=
Il
—_

Oder auch in folgender Variante:
N N N
Zang(n) Zang(N) / g’(t)( Z ak) dt.
n=1 n=1 1<k<t

Bemerkung 2.13. Wie wir bereits gezeigt haben ist {(s) analytisch fiir Rs > 1. Durch

partielle Summation erhalten wir

N N
Zl-n_s = LNJN_S+S/ luJu=du =
n=1 1

N N
= O(N"B9) 45 / u®du-s / {utu="tdu.
1 1

Damit erhalten wir mit N — co und fiir Rs > 1 die folgende Darstellung:

C(s) = 3%1 +1-s /100{14}14_5_1 du.

Der rechte Term kann betraglich abgeschétzt werden durch

® El
—Rs-1

5 u du = —

| |/1 Rs

und konvergiert somit sogar wenn Rs > 0. Wir erhalten somit eine analytische
(eigentlich meromorphe) Fortsetzung von C. Aus dem obigen erkennt man auch
Res(C, 1) =1.

Satz 2.14. Sei

eine Dirichletsche Reihe die fiir Rs > ¢ absolut konvergiert. Dann gilt
1 So+iT A
Z a, = — lim / ﬂxs d
~ 27 T—eo Jo pir 8

fiir so > o und x ¢ Z.

Bemerkung 2.15. Aus dem obigen Satz folgt

1 C'(s) x°
y;A(n) B 2nl (s0) C(S) S 5 ds

=x+o(x)~x
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Dabei ist
ZA(n) ~ Zlogp ~ logxz 1 =m(x)logx.
n<x p<x p<x
peP peP
Das so erhaltene Ergebnis
x
m(x) ~ log x

wird auch Primzahlsatz genannt.
Die Vorlesung vom 07.04.2025 fehlt.

Bemerkung 2.16. Wir haben bereits gezeigt, dass
IC(@)P - |Co +it)*- [C(o +2it)| 21, o> 1.
Mit Umschreiben folgt
(o +it)] = [C(0)] /% - [C(o +2it)| 7 2 c(o = 1)P/* - Tog(1 + 1 +2)71/4,

Unser Ziel ist es nun |{(s)| und |C’(s)| abzuschitzen, wenn Rs = ¢ ~ 1 und Js =

t — oo.

Satz 2.17 (Eulersche Summenformel). Es gilt

Y, g0 = [ gdus [ Bulug ) du - g)Box) + g(0)Bole),

a<n<x a a

wobei Bo(x) = x — | x| — %

Beweis. Folgt durch Aufspalten des Integrals auf kleinere Intervalle und partielle
Integration. |

Bemerkung 2.18. Mit der Eulerschen Summenformel folgt nun (fiir Rs > 1)

1 . L1
O D IE D SE s B

n<N n>N
(o] [ee] 1
= / u°du— s/ Bo(u)u=*"'du + Bo(N)N™° - — =
N N s—1
N1 -1 e
=——— -5 / Bo(u)u =1 + Bo(N)N %,
s—1 N

Die rechte Seite ist jedoch analytisch fiir Rs > 0 — wir erhalten als eine analytische
Fortsetzung von ((s) — ﬁ

Schreibe wieder s = ¢ + it, T := |t| + 2. Wir betrachten, fiir % >0>1-0,

>

n<N

N —o+1 1)

1-N-°* N

< E n_“s1+/ u’du=1+——-— < —.
= 1 o-1 o
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Fir [s — 1| log N > 1 folgt

’Nl—s -1

— | s+ N'"%)logN,

und fiir [s — 1|log N > 1 gilt

1—s)log N)k -
INT=S -1 = Z(( s)og ) <|1—s|logNZ%
k=1 """
und damit .
s
‘% < clog N(N'™7 +1).

Zuletzt schiatzen wir ab

s/ Bo(u)u~s"t du| <
N

L] / o = Bln-o < enor
N 20

Insgesamt erhalten wir damit

c()——‘ ( + (N +1)logN + N~ )
und mit N = 1 folgt sogar

< ctlog.

-

Wir kénnen noch 6 in Abhangigkeit von T wéahlen. Wahle 6(7) := min (%, @), SO
ist 79(%) beschrankt und wir erhalten (in dem Bereich in dem alle Voraussetzungen

erfiillt sind) sogar

<clogr.

) - =

Entsprechend kann man eine Abschdtzung fiir die Ableitung C’ erhalten. Wir
fiihren die Herleitung nicht aus, aber fassen in folgendem Lemma zusammen:

Lemma 2.19. Ists = o +it, 7 == |{| + 2 und 1 — min (%,%) <0< %, so gilt

<clogr, < c(log 7)*.

-

()2

1
27 logt

Bemerkung 2.20. Fiir p > 1 — min ( ) haben wir

|C(o +it) = C(p +it)| < prg?z(a |C'(x +it)| - |o — p| < c(log 7)o — pl.
Da
|C(o +it)] > c- (o —1)¥*- (log )4,
folgt (mit 0 = 1+ c3(log 7)™, |p — 1| < c3(log 7))
1C(p +it)| = c- (0 —1)**(og1)™V* = ¢ - (log7)*|o — p| =
3/4 ) 27/4-1/4

(log —c-2-(log 7)? - (log 1) %c3 =

=c- C§/4 (1= 20;/4) -(log 7)™ = c’(log 7).
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